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と変形できます。
ここで， , ,a A b B b c C= = + = とすれば
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（ , ,A B Cは定数）
のタイプになるのです。
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を満たす定数 a，bを

求めよ。
  このような問題では，求めた定数 a，bに対して

逆を言わなければなりませんか？

〈回答〉
定数 a，bを求めて逆が成り立つかどうか，指導してい
つも迷うところです。以下のように考えてはいかがでし
ょうか。
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すなわち　 a b4 2 0+ - =

　　　　　b a2 4= + 　……①
が成り立つ必要があります。
つまり，①は，等式が成り立つ必要条件となります。
逆にこのとき
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という有限値に確定します。
つまり　　a 4 5+ = 　……②
となり，答えは①，②より
　　　　　a 1= ，　　 6b=

ここで ,a b1 6= = を代入して等式が成り立つことを
確かめるべきかどうかですが， 2 4b a= + を条件とし

て（＊）が得られた時点で，
0
0 のタイプが不定や不能に

ならずに有限値 4a+ に確定しますので，有限値に確定
する十分性は示されているのです。
したがって，①，②は等式が成り立つ必要十分条件であ
り，①，②から導き出された ,a b1 6= = を代入して
言うまではないのです。
しかしながら，生徒には，検算のため一応調べた方がよ
いと指導してみてはどうでしょう。

はじめに

　“ドキッ”とする生徒からの質問集も今回で３回目の
発表となりました。
　今回も九州数学シンクタンクグループから全国の数学
の若手先生方に発信します。
　授業の合間などで，生徒達に紹介していただければ幸
いです。
　さて，以下の質問に，あなたならどのように答えるの
でしょうか。

読者からの「ドキ問」

　全国の先生から次のようなドキ問の提供がありました
ので，ご紹介します。

〈Q〉  不定積分
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（ , ,A B Cは定数）として， , ,A B Cを求めて計
算しますが，何故このような部分分数に分けられ
るのか。生徒にどのように指導すればよいでしょ
うか。

＜回答＞
多くの生徒が分かりづらいところです。以下のように指
導してみてはいかがでしょうか。
　（分母の次数）＞（分子の次数）に着目して
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　（a，b，cは定数）

とします。よって
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“ドキッ”とする
生徒からの質問集

Part3

九州数学シンクタンクグループ
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〈Q17〉  不等式 n2 2n2 （nは３以上の自然数）を証
明せよ。という問いに，n k= のとき 

k2 2k2 （ 3kF ，kは自然数）の不等式が成
り立つと仮定したあと，n k 1= + では，

2k 1左辺= + ， 2 k 1右辺= +] g となりますが，
これからどうすればよいのでしょうか。

〈コメント〉
不等式の証明を苦手とする生徒が多いようですが，以下
のように考えてみてはどうでしょう。
〈回答〉
n k 1= + では 2k 1左辺= + ， 2 k 1右辺= +] g になり
ます。目標は
 k2 2 1k 12 ++ ] g

が成り立つことです。
ここで，仮定の 2 2kk2 をいかに利用するかを考えま
す。
2k 1+ は 2 2k

# ですから，仮定の両辺を２倍すれば 2k 1+

に関する不等式が得られます。
したがって

左辺 k k2 2 2 4k 1
#2= =+

が導けました。
今， k2 4k 12+ で，目標は k2 2 1k 12 ++ ] g です。
ここで，2 1k+ をＡ君， k2 1+] gをＢ君， k4 をＣ君として，
３人の腕相撲の競い合いにたとえて考えてみましょう。
不等号の向きは 強い 弱い2 として考えます。
2 1k+ のＡ君が k2 1+] gのＢ君よりも強いことを示すのが
目標です。直接に両者に勝負をさせればよいのですが，
ここで，Ａ君は自分より弱いＣ君とＢ君に勝負をさせる
のです。Ｃ君がＢ君に勝てば，Ａ君はＢ君と勝負をする
までもありません。
 k k k4 2 1 2 2- + = -] g

k 3F だから， k2 2 02- となり
 k k4 2 12 +] g

が得られます。
つまり，Ｃ君がＢ君より強いことが分かりました。
したがって，いちばん強いのはＡ君，次にＣ君，次にＢ
君の順になります。つまり，Ａ君はＢ君より強くなり，
目標である k2 2 1k 12 ++ ] g

が言えるのです。

今回取り扱う問題

Q16　 x x x2 3 2 2 13
'- - -] ]g gの計算には組立除法

が使えるの？
Q17　 不等式 n2 2n2 （ｎは３以上の自然数）を

数学的帰納法で証明するとき，どのように
すればよいの？

Q18　 不等式 x y 12 2E+ を満たす点 ,x yP ] gを点
( , )x y xyQ + に移すとき，点Ｑはどんな領域
内にあるの？

Q19　 円 x y 12 2+ = と放物線 y x
4
1

12= - の共

有点はどうすれば求められるの？

　さて，それでは〈Q16〉から紹介します。

〈Q16〉  x x x2 3 2 2 13
'- - -] ]g gの計算を，組立除法

で計算して

  したがって，商は x x2
2
52+ - ，余りは

4
13

-

と答えましたが間違っていました。何故でし
ょうか。

〈コメント〉
生徒の中には，このようなミスをするのをよく見かけま
す。きちんと説明しておくことが必要です。
〈回答〉

上の計算は，2 1x- で割っているのではなく，x
2
1

- で

割っているのです。
したがって
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〈コメント〉
作図をしながらグラフ上で考えると分かりやすいと思い
ます。
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〈回答〉
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8 02 2+ =] g ……（＊）

４次方程式（＊）が得られます。
明らかに x 0= が重解になっています。このとき
y 1=- で，共有点は ,0 1A -] gになります。
一方，①，②よりｘを消去すると
　　y y4 3 02+ + =

　　 y y1 3 0+ + =] ]g g ……（＊＊）
２次方程式（＊＊）が得られます。

,y y1 3=- =- が解です。
y 1=- のとき，①より x 0=

y 3=- のとき，①より x 82=- で，ｘは実数解では
ありません。
つまり，共有点は ,0 1A -] gのみとなります。
ところで，①，②は点 ,0 1A -] gを共有し，かつ①，②

ともに
dx
dy

0= ですから，点 ,0 1A -] gで接している

ことが分かります。
（＊），（＊＊）はｘの方程式で考えるか，ｙの方程式で考
えるかの違いがありますが，（＊＊）のように２曲線が接
するからと言って必ずしも重解になるとは限りません。

共有点があり，その共有点で
dx
dy または

dy
dx が互いに

等しくなる場合，２つの曲線は接することになるのです。

〈Q18〉  不等式 x y 12 2E+ を満たす点 ,x yP ] gを点
,x y xyQ +] gに移すとき，点Ｑはどのような

領域にあるかという問いに，点 ,X YQ ] gと
おき

	 　　 x yX= + ， xyY=

	 になります。
	 不等式 x y 12 2E+ より　　X Y2 12 E-

	 つまり　　Y X
2
1

2
12F - 　……①

  したがって，放物線 y x
2
1

2
12= - の上側

（境界を含む）と答えましたが間違っていま
した。何故でしょうか。

〈コメント〉
ほとんどの生徒が実数条件を見落とします。ぜひ指導し
ておくべき問題です。
〈回答〉
解と係数の関係から x，yはｔに関する２次方程式
 t tX Y 02- + =

の解になります。
題意より x，yは実数だから判別式 0DF です。
 D X Y4 02 F= -

つまり XY
4
1 2E 　……②

が成り立ちます。
点 ,x yP ] gが不等式 x y 12 2E+ を満たせば点 ,X YQ ] g

は不等式①かつ②を満たします。
逆に点 ,X YQ ] g が不等式の①かつ②を満たせば点
,x yP ] gは不等式 x y 12 2E+ を満たすことになります。

したがって求める点 ,x y xyQ +] gの領域は図の斜線部
分になります。
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〈Q19〉  円 x y 12 2+ = …① と放物線 y x
4
1

12= -

…② は点 ,0 1-] gで接しますが，連立方程
式で得られる y y4 3 02+ + = の解は 

,y y1 3=- =- であり重解になっていま
せん。何故でしょうか。また，解 y 3=- は
図形上どのような意味をもつのでしょうか。
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〈発展〉
ところで，解 y 3=- はどこに消えたのか考えてみま
しょう。
円 x y 12 2+ = について考えます。
［1］ ｘ，yがともに実数のとき
　　もちろん，中心が原点で半径１の円を表します。
［2］ ｘが純虚数でｙが実数のとき
　　x ti= （ｔは実数）とおくと
　　　x y 12 2+ = より
　　　 t y 12 2- + =

　　　t y 12 2- =-

　　が得られます。
ty平面では下図のような双曲線になります。

-1

1

y

t

t 2-y 2=-1

-2 -1 O 1 2

xy平面（xは純虚数）の x y 12 2+ = は下図の双曲線と
なります。

-1

1

x
（純虚数軸）

x2+y 2=1
y
（実数軸）

-2i -i O i 2i

仮に，実数の xy平面に原点を通り，垂直な純虚数軸 x
をとります。
x y 12 2+ = の図を，［1］，［2］について同じ空間で表現
すると，図Ａのようになります。
図Ａ

A(0, -1)

-1

-1

O 1
1

x（実数軸）

x
（純虚数軸）

x2+y 2=1 x2+y 2=1

y
（実数軸）

x2+y 2=1

次に，放物線 y x
4
1

12= - について考えます。

同様にして実数の xy平面に垂直な純虚数軸 xをとりま

す。放物線 y x
4
1

12= - の図を同じ空間内で表現する

と，図Ｂのようになります。
図Ｂ

y=    x2-1
1
4

y=    x2-1
1
4

-1

-2

O

2

x
（実数軸）

（純虚数軸）
x

y
（実数軸）

A(0, -1)

図Ａ，図Ｂを同一空間内に表すと，図Ｃのようになりま
す。
図Ｃ

22 i

B(        ，-3)22 i

C(-        ，-3)22 i

O

x
（実数軸）

（純虚数軸）
xx2+y 2=1

y
（実数軸）

y=    x2-1
1
4

2-2 i

A(0, -1)

ここで，y 1=- は解（x 0= ， 1y=- ）を示し，xy
平面（ｘ：実数，ｙ：実数）上の点，y 3=- は解  

（ ,x i y2 2 3!= =- ）を示し，xy平面が（ｘ：純
虚数，ｙ：実数）上の点で表されます。

つまり，円 x y 12 2+ = と放物線 y x
4
1

12= - は，x，

yが実数のとき点 ,0 1A -] gで接しており，ｘが純虚数，
ｙが実数のとき，点 ,i2 2 3B -] g，点 2 , 3i2C - -] g

で交わっています。解 y 3=- は２点 B，Cを示しま
すが，虚数の世界に隠れてしまって実際には表れない点
なのです。

次回取り扱う問題

〈Q〉	�曲線外の点からの接線の本数は，何故変曲点にお
ける接線で分類されるのですか。

〈Q〉	�生徒から何故数学を学ぶのですか，と問われたら
どう答えるか。


