
【4】対称式と数列
自然数 n = 1, 2, 3, · · · に対して

an =

(
1 +

√
5

2

)n

+

(
1−

√
5

2

)n

と定める。

(1) a1，a2，a3 の値を求めよ。
(2) an+2 = an+1 + an が成り立つことを示せ。
(3) an は自然数であることを示せ。
(4) an+1 と an は互いに素であることを示せ。
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解 答
(1) α =

1 +
√
5

2
，β =

1−
√
5

2
とおくと

α+ β = 1, αβ = −1, an = αn + βn

なので

a1 = α+ β = 1

a2 = α2 + β2

= (α+ β)2 − 2αβ

= 12 − 2 · (−1) = 3

a3 = α3 + β3

= (α+ β)3 − 3αβ(α+ β)

= 13 − 3 · (−1) · 1 = 4

(2) α，β を解とする x についての 2 次方程式を作
ると

(x− α)(x− β) = 0

∴ x2 − (α+ β)x+ αβ = 0

∴ x2 − x− 1 = 0

なので{
α2 − α− 1 = 0

β2 − β − 1 = 0
∴

{
α2 = α+ 1

β2 = β + 1

が成り立つ。したがって

an+2 = αn+2 + βn+2

= αn · α2 + βn · β2

= αn(α+ 1) + βn(β + 1)

= (αn+1 + βn+1) + (αn + βn)

= an+1 + an

■

(3) 数学的帰納法で示す。
ak と ak+1 がともに自然数であると仮定すると，
ak + ak+1 は自然数なので，(2)の結果から ak+2 も自
然数である。
a1 = 1，a2 = 3 とあわせて，数学的帰納法により，す
べての自然数 nに対して an は自然数である。 ■

(4) 背理法で示す。
ak+2 と ak+1 が 1より大きい公約数 dをもつと仮定す
ると

ak+2 = dAk+2, ak+1 = dAk+1

(Ak+2, Ak+1：自然数)

と表せて，(2)の結果から

ak = ak+2 − ak+1

= dAk+2 − dAk+1

= d(Ak+2 −Ak+1)

とできる。
よって，ak が dを約数にもつから，dは ak+1 と ak の
公約数である。
この議論を繰り返すことで，a2 = 3 と a1 = 1 も dを
公約数にもつことになるが，d は 1 より大きいので矛
盾する。
したがって，すべての自然数 nに対して，an+1 と an

は 1 より大きい公約数をもたない。つまり，an+1 と
an は互いに素である。 ■
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