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正接の数学散歩（その他の資料集） 

数学散歩 １ tan2µからtanµを求める。 

 

   （Q1-1） tan
¼
4

x1 , tan
¼
6

x 1

3
から，tan

¼
8

, tan
¼
12
を求めよ。 

 

（考察 １―１） tan2µの値から２次方程式を用いてtanµを考える。 

 

◎正接の加法定理 

tan(®O¯)x
sin(®O¯)
cos(®O¯)

x
sin®cos¯Ocos®sin¯
cos®cos¯Psin®sin¯

x
tan®Otan¯

1Ptan® tan¯
 

◎正接の２倍角の定理 

 tan2µx
2tanµ

1Ptan2µ
 

◎tanµを求める 

 tanµxxとおけば，tan2µx
2x

1Px2  

              (1Px2) tan2µx2x  

              (tan2µ) x2 O2xPtan2µx0  

               xx
P1E 1Otan22µ

tan2µ
 

tanµx
P1E 1Otan22µ

tan2µ
 

（解） 

（１）tan
¼
8

 

     tan
¼
8

u0より tan
¼
8

x 2 P1  

（２）tan
¼
12

 

tan
¼
12

u0より tan
¼
12

x2P 3   
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（考察 １－２） tan2µの値から図形を用いてtanµを考える。 

 

（例） 図形でtan
¼
8
を求める。 

（解）角の二等分線で折り曲げる。 

                    B            角の二等分線 

               

       

           

      

 

 

 O                  A 

 

   4A´BDは， A´BxA´Dx 2 P1の直角二等辺三角形だから 

    tan
¼
8

x
2 P1
1

x 2 P1  

 

（考察 １－３） tan2µの値から高さ１の直角三角形を用いてtanµを考える。 

 

                              B 

 

                                角の二等分線 

            a    

 

                                 1  

           µ                   x    

            µ                  

 O                            A 

                 

        頂角の二等分線は角を作る２辺の長さの比に対辺を内分するので 

    xx1A
b

aOb
x

b
aOb

 

    tanµx
x
b

x 1
aOb

x
aPb

a2Pb2 x
aPb

1
xaPb   

        （斜辺の長さと底辺の長さの差になっている） 

A´

A‘ 

D 

2     

1  

１ 
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（Q1-2） tan
¼
4

x1から高さ１の直角三角形を用いてtan
¼
8
を求めよ。 

 

                    B            角の二等分線 

               

       

           

                       １   

                      

 

 O                  A 

 

 

（Q1-3）  tan
¼
6

x 1

3
から高さ１の直角三角形を用いてtan

¼
12

を求めよ。 

 

       ２ 

                １ 

 

        3  

 

 

（Q1-４） tan
¼
12

x2P 3 から高さ１の直角三角形を用いてtan
¼
24
を求めよ。 

 

                                            

                                           x             １  

               2P 3                          

                       

        １          （各辺 2O 3 倍）  

                                           2O 3  

       xx 12O(2O 3 )2 x 8O2 12 x 6 O 2 より 

       tan
¼
24

x 6 O 2 P(2O 3 )  

 

‘ 

D 

1  

2     
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（考察 １－４） tan2µの値から距離１の平行線を用いてtanµを考える。 

 

                       B        a          D    E  

                           ２θ          θ 

                                      

          a                                     θ 

                                                   １ 

            θ                  a  

             θ                        ２θ 

   O                   A                  C     D  

            b                     b           aPb  

                       図より   tanµxaPb             

 

 

 

（考察 １－５） ３辺の長さがa,b,cで tan2µx
c
b
のとき，tanµを考える。 

 

 

 

                                角の二等分線 

            a    

 

                                 c  

           µ                   x    

            µ                  

 O                            A 

                 

 

xxcA
b

aOb
x

bc
aOb

より 

 

tanµx
x
b

x
c

aOb
x

c(aPb)
a2Pb2 x

c(aPb)
c2 x

aPb
c

 

として得られる。 
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（Q２‐２）２つの直角三角形の直角を挟む辺の長さが整数であるとき，二つの頂角の和が

¼
4

,
¼
2
になる場合を，作図せよ。 

 

２つの頂角の和が
¼
4
の三角形・・・・・・(m,n)型に対して (mOn,mPn)型を作る。 

              

 

                        m                 n  

 

               n  

                         µ 1  

                       

                              µ 2  

                                                    m  

            mPn  

 

                                        

                                             

                                mOn  

 

µ 1Oµ 2x
¼
4
は，作図から明らかであるが，加法定理で確認すると， 

 tanµ1x
n
m

,tanµ2x
mPn
mOn

 

tan(µ1Oµ2)x
tanµ1Otanµ2

1Ptanµ1tanµ2
x

n
m

O
mPn
mOn

1P
n
m

@
mPn
mOn

x
n(mOn)Om(mPn)
m(mOn)Pn(mPn)

 

         x
n2Om2

m2On2 x1  よって µ 1Oµ 2x
¼
4

 

（例）（４，１）型の直角三角形に対して，（５，３）型の直角三角形を作ると， 

   頂角の和は
¼
4
が得られる。 

   
¼
4

xtanP11xtanP1 1
4

OtanP1 3
5

 

 

        µ1   

 

 

µ 1  

µ 2  

µ2  
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 ２つの頂角の和が
¼
2
の三角形・・・・・・・・(m,n)型に対して(n,m)型を作る。 

 

                        m  

 

 

                                        n  

 

 

 

 

 

                        m  

 

 

 

 

 

                n  

µ 1Oµ 2x
¼
2
は作図から明らかであるが，ベクトル内積で確認すると， 

tanµ1x
n
m

,tanµ2x
m
n  

 

方向ベクトルを l1x(m,n) ,l2x(n,Pm)とすると 

 

ベクトルの内積  l1@l2 xmnPmnx0    よってµ 1Oµ 2x
¼
2

 

 

（例）（４，１）型の直角三角形に対して，（１，４）型の直角三角形を作ると， 

   頂角の和は
¼
2
が得られる。 

   
¼
2

xtanP1 1
4

OtanP14  

 

 

 

µ 2  

 

µ 1  

µ 2  
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数学散歩 ２  級数
¡

P
nx1

tanP1 1
n の極限 

（Q２―５）tanµnx 1
n
のとき 級数

¡

P
nx1

µn の極限を求めよ。 

       

  µ 1   １     µ 2     １        µ 3        １  ・・・・・・         µn      １ 

  １         ２               ３                      n  

tanµ 1x1   tanµ2x 1
2

       tanµ3x 1
3

                   tanµnx 1
n

 

 

Tnxµ1Oµ2Oµ3O@@OµnxtanP11OtanP1 1
2

OtanP 1
3

O@@OtanP1 1
n
とする。 

yxtanP1xとするとxxtany より，      dy
dx

x 1
dx
dy

x 1
1

cos2y

xcos2y
 

               

1Ox2      x     したがって  
dy
dx

x(tanP1x)́ xcos2yx 1
1Ox2  

         y          

          １ 

f(x)xtanP1 1
x
のとき   

f´(x)x(tanP1 1
x

)´x 1

1O(
1
x

) 2
(

1
x

)´xP 1
x 2O1

t0
  

よってf(x)は単調減少である。 

 

区間 kTxTkO1  (ku0)に対して tanP1 1
k

UtanP1 1
x

UtanP1 1
kO1

 

恒等的に等しくないので 

kO1R
k

tanP1 1
k

dxu
kO1R

k
tanP1 1

x
dxu

kO1R
k

tanP1 1
kO1

dx  

 

tanP1 1
k

u
kO1R

k
tanP1 1

x
dxutanP1 1

kO1
 

第 1項と第 2項の関係から 
n

P
kx1

tanP1 1
k

u
n

P
kx1

kO1R
k

tanP1 1
x

dx  

 よって Tnu
nO1R

1
tanP1 1

x
dxが成り立つ。 
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 右辺＝
nO1R

1
tanP1 1

x
dxx

nO1R
1

x t́anP1 1
x

dx  

    x xtanP1 1
xÅ ÆnO1

1
P

nO1R
1

x(tanP1 1
x

)́ dx   

    x(nO1)tanP1 1
nO1

PtanP11P
nO1R

1
x@(P 1

x2O1
)dx  

    x(nO1)tanP1 1
nO1

P
¼
4

O
nO1R

n

x
x2O1

dx  

    x(nO1)tanP1 1
nO1

P
¼
4

O 1
2

nO1R
n

(x2O1)́
x2O1

dx  

x(nO1)tanP1 1
nO1

P
¼
4

O 1
2

log (x2O1)¥ ¦nO1
1  

     x(nO1)tanP1 1
nO1

P
¼
4

O 1
2

log (n2O2nO2)P 1
2

log 2  

     x(nO1)tanP1 1
nO1

O 1
2

log (n2O2nO2)P
¼
4

P 1
2

log 2  

   ここで  lim
n!¡

(nO1)tanP1 1
nO1

xlim
n!¡

tanP1 1
nO1
1

nO1

 

          lim
n!¡

1
nO1

x0 ,lim
n!¡

tanP1 1
nO1

x0     

ロピタルの定理より 

lim
n!¡

(nO1)tanP1 1
nO1

xlim
n!¡

(tanP1 1
nO1

)́

(
1

nO1
)́

xlim
P 1

(nO1)2O1

P 1
(nO1)2

 

                          xlim
n!¡

n2O2nO1
n2O2nO2

x1  

         lim
n!¡

log (n2O2nO2)x¡  

  

 lim
n!¡

Tnxlim
n!¡

(µ1Oµ2Oµ3O@@Oµn)x¡   （無限大に発散する） 
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（別解） 

   直線l: yx
¼
4

xと曲線C: yxtanP1xは，いずれも原点O と点A(1,
¼
4

) を通る。 

   yxtanP1xはyxtanx の逆関数であり，グラフは互いに直線yxxに関して対称である。 

 

   y´x(tanP1x)́ x 1
1Ox2 u0  

   y´́x
P2x

(1Ox2)2 より，xu0のときy´́t0  

   yxtanxのグラフは，単調増加でxu0のとき上に凸の曲線である。 

          y                                      yx
¼
4

x  

                       

 

                      
¼
4

      yxtanP1x      

 

 

          O            １                    x  

 

                      

   0TxT1において tanP1xU
¼
4

x  

 

  一般に xx 1
k

(1TkTn)  k,nは整数とする。 

   tanP1 1
k

U
¼
4

@ 1
k

    

   よって 

   
n

P
kx1

tanP1 1
k

U
n

P
kx1

¼
4

@ 1
k

 

   TnU
¼
4

n

P
kx1

1
k
・・・・・・・・・・・① 
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    一方，yx 1
x
は，単調減少だからku0 のとき， 

    区間  kTxT 1
kO1

において 
1
k

U 1
x

U 1
kO1

 

    恒等的に等しくないので
kO1R

k

1
k

dxu
kO1R

k

1
x

dxu
kO1R

k

1
kO1

dx  

    
1

kO1
t

kO1R
k

1
x

dxt 1
k

                       

     

    したがって
n

P
kx1

1
kO1

t
n

P
kx1

kO1R
k

1
x

dxt
n

P
kx1

1
k
・・・・・・・・・・② 

 

 

① ②より 

 

       TnU
¼
4

n

P
kx1

1
k

u
¼
4

n

P
kx1

kO1R
k

1
x

dxx
¼
4

nO1R
1

1
x

dx  

 

      よってTnu
¼
4

log x nO1
1¥ ¦x ¼

4
log (nO1)  

 

       lim
n!¡

¼
4

log (nO1)xO¡よりlim
n!¡

TnxO¡  

 

 

lim
n!¡

Tnxlim
n!¡

(µ1Oµ2Oµ3O@@Oµn)x¡   （無限大に発散する） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



85 

 

数学散歩  ３ 2直線のなす角 

 

 Q（３―１） ２直線3xPyx0 ，2xOyP4x0のなす角µ (0TµT
¼
2

)を求めよ。 

 

（解） ２つの直線がx軸の正の向きとのなす角をµ1,µ2とおくと, 

 

 tanµ1x3 , tanµ2xP2  

 

µxµ 2Pµ 1より，tanµxtan(µ2Pµ1)x
tanµ2Ptanµ1

1Otanµ2tanµ1
 

                        x
P2P3

1O(P2)@3
x1  

            0Tµt
¼
2 より，

µx
¼
4    

 

 

 

（別解） 直線の方向ベクトルl1 x(1,3) , l2 x(1,P2)  

     ２つのベクトルのなす角を® (0T®T¼)とする。 

 

    cos®x
l 1 @l 2

l 1 l 2

x 1P6

10 @ 5
xP1  

    0T®T¼より，®x
3¼
4  

    µx®またはµx¼P®より，µx¼P
3¼
4

x
¼
4  
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数学散歩  ４ 見込む角の最大 

 

 Q（4―1） xy 座標平面上に定点A(0,2),B(0,8)と動点P(a,0) (au0)がある。 

        {APBが最大となるaの値を求めよ。（自治医科大改題） 

 

 

 

   y   

 A 

 

 

 B                  P                      x  

 

 

（正接の活用） 

（解） 直線AP,BP がx軸の正の向きとのなす角をµ1,µ2とおくと, 

      tanµ1xP 2
a

, tanµ2xP 8
a

 

tan{APBxtan(µ2Pµ1)x
tanµ2Ptanµ1

1Otanµ2tanµ1
 

       

x
P

2
a

O
8
a

1O(P
2
a

)@(P
8
a

)

x

6
a

1O
16
a 2

x
6

aO
16
a

T
6

2 a@
16
a

x
3
4

 

{APBの最大値となるのは,tan{APBが最大になるときだから 

     

 ax 16
a     つまり，ax4  
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（余弦の活用） 

（別解 1） 余弦定理より， 

 

cos{APBx
AP 2OBP 2PAB 2

2AP@BP

x
(a 2O4)O(a 2O64)P36

2 a 2O4 @ a 2O64

 

           

x
2a 2O32

2 a 4O68a 2O256

x
a 2O16

(a 2O16) 2O36a 2

 

           

x
1

1O
36a 2

(a 2O16) 2

x
1

1O(
6a

a 2O16
) 2

 

           

x 1

1O(
6

aO 16
a

)2

U 1

1O(
6

2 a@ 16
a

) 2

x 4
5

 

    

          {APBの最大値となるのは,cos{APBが最小になるときだから 

           

ax 16
a   つまり，ax4  
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  （正弦の活用） 

（別解 2） 余弦定理より， 

 

cos{APBx
AP 2OBP 2PAB 2

2AP@BP

x
(a 2O4)O(a 2O64)P36

2 a 2O4 @ a 2O64

 

           x
a 2O16

(a 2O16) 2O36a2
u0より, 0T{APBt

¼
2  

 

 

 

 

          

     B(0,8)  

                r  C   

                                               yx5  

            r           r  

 

      A(0.2)  

O                 P(a,0)  

 

 

      円C の半径をrとするとき， 

      4PABにおいて正弦定理より, 

       
AB

sin{APB
x2r  

       sin{APBx
3

2r  

       0T{APBt
¼
2 において，{APBが最大となるのは，sin{APBが最大と

なるときである。 

       つまり,円C の半径 r  が最小になるときであり， 

        円C がx軸に接するときである。 

        つまり,rx5  

        このときの円C の中心は，点(4,5)でP(4,0)になる。 
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（円周角の活用） 

（別解 2）  

  ２点A,B を通り，x 軸の正の部分と接する円をC とし，C の中心をD, C とx 軸との接点

をP 0 とする。 

 

 D(4, 5) , P0(4, 0)である。 

   y  

 

    

   B   

 

       

    5        D  

          

        5  

   A  

   O      P 0                    x  

 

x軸上の正の部分を動く点をP(a,0)とすると，P 0以外の点は，下図のよにC の 

外部にある。 

  同じ弦の円周角は半径が大きいほど小さくなるので 

 {AP0BTAPBより，ax4  

  

   y  

 

    

   B   

 

       

            

          

         

   A  

   O      P 0              P      x  
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数学散歩  ５ 最大・最小 

Q（5―1） 関数 yx
1Psinµ
1Ocosµ

 （0TµT
2¼
3
）の最大値と最小値を求めよ。 

 

 （解） 

     tan
µ
2

xtとおく。 

      0TµT
2¼
3 より, 0TtT 3  

ここで 

cosµxcos2 µ
2

Psin2 µ
2

x
cos2 µ

2
Psin2 µ

2

cos2 µ
2

Osin2 µ
2

x
1Ptan2 µ

2

1Otan2 µ
2

x
1Pt 2

1Ot 2  

   sinµx 2sin
µ
2

cos
µ
2

x
2sin

µ
2

cos
µ
2

cos2 µ
2

Osin2 µ
2

 x
2tan

µ
2

1Otan2 µ
2

x
2t

1Ot 2  

    

yx
1Psinµ
1Ocosµ

x
1P

2t
1Ot 2

1O
1Pt 2

1Ot 2

x
1Ot 2P2t

2 x
1
2

(tP1)2   (0TtT 3 )  

     最大値は 
1
2

(tx0)  つまり µx0のとき 

最小値は 0 (tx1)  つまり µx
¼
2 のとき 

      

(参考) 

 

                                    1Ot 2            2t  

                                     

          
µ
2

      t                    µ  

          1                              1Pt 2  

 

   tan
µ
2

xt             cosµx
1Pt2

1Ot2 sinµx
2t

1Ot2  tanµx
2t

1Pt 2                                
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（別解 1） 

       yx
1Psinµ
1Ocosµ

より， 

       y´x
(1Psinµ)́ (1Ocosµ)P(1Psinµ)(1Ocosµ)́

(1Ocosµ)2  

        x
Pcosµ(1Ocosµ)P(1Psinµ)(Psinµ)

(1Ocosµ)2  

        x
PcosµOsinµP1

(1Ocosµ)2  

y´x0は  分子＝PcosµOsinµP1x 2 sin(µP
¼
4

)P1x0  

               sin(µP
¼
4

)x
1

2
 

               P
¼
4

TµP
¼
4

T
5¼
12 より, µP

¼
4

x
¼
4  

               µx
¼
2  

      

 

増減表は， 

            

µ 0
¼
2

2¼
3

y´ P 0 O

y
1
2

& 0 % 2P 3

 

        

最大値は 
1
2  （µx0 ） 最小値は 0 （µx

¼
2 ）   
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 （別解 2） 

        yx
1Psinµ
1Ocosµ

＝xP
1Psinµ

(P1)Pcosµ
 

Pyx
1Psinµ

(P1)Pcosµ
 

         

 

定点A(P1, 1)と 動点P(cosµ ,sinµ)とおくと, 

         

Pyは,直線APの傾きを表す。 

 

 

 

          A(P1,1)                B(0,1)  

                          D(P
1
2

,
3

2
)                 

                                       P(cosµ,sinµ)  

 

                            O           C(1,0)  

 

 

 

             点P の位置は， 

µx0のとき,C(1,0)  

               µx
¼
2 のとき，

B(0,1)  

               µx
2¼
3 のとき，D(P 1

2
,

3
2

)  

 

傾きPyが，取り得る値の範囲は, P
1
2

TPyT0  

 よってyの取り得る値の範囲は，    0TyT
1
2   

 

 最大値は 
1
2  （µx0 ）   最小値は 0 （µx

¼
2 ）   
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数学散歩  ６ 積分 

Q（6‐1） InxRtannxdx とするとき，I 1,I 2 を求めよ。 

また, I n と I nP2 の関係式を作り,I 3 , I 4 , I 5, I 6 を求めよ。 

 

  I1xRtanxdxxR sinx
cosx

dxxR P(cosx)́
cosx

dx  xPlog cosx Oc （cは積分定数） 

 

 I2xRtan2xdxxR sin2x
cos2x

dxxR 1Pcos2x
cos2x

dx  

  xR(
1

cos2x
P1)dxxtanxPxOc   

   

 

I nxR tannxdxxR tan2x tannP2x dx  

xR(
1

cos2x
P1)tannP2x dxxR tannP2x

cos2x
dxPRtannP2xdx  

x
1

nP1
tannP1x PR tannP2xdx x

1
nP1

tannP1xPInP2  

 

 

I3x
1
2

tan2xPI1x
1
2

tan2xP(Plog cosx )Oc x
1
2

tan2xOlog cosx Oc  

  I4x
1
3

tan3xPI2x
1
3

tan3xP(tanxPx)Oc x
1
3

tan3xPtanxOxOc  

  I5x 1
4

tan4xPI3x 1
4

tan4xP(
1
2

tan2xOlog cosx )Oc  

   x 1
4

tan4xP 1
2

tan2xPlog cosx Oc   

  I6x 1
5

tan5xPI4x 1
5

tan5xP(
1
3

tan3xPtanxOx)Oc  

   x 1
5

tan5xP 1
3

tan3xOtanxPxOc  
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（参考） 

 

I2mO1x 1
2m

tan2mxP 1
2mP4

tan2mP4xO 1
2mP6

tan2mP6xP@@@

O@@@O(P1)mP1f 1
2

tan2xOlog cosx gOc

 

 

 

 

 

 

I2mx 1
2mP1

tan2mP1xP 1
2mP3

tan2mP3x O 1
2mP5

tan2mP5xP@@@

O@@@O(P1)mP1(tanxPx)Oc
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（積分） 

Q（6‐2） R dµ
sinµO3cosµO3

を, tan
µ
2

xtとおいて求めよ。 

 

     

tan
µ
2

xtより， 

         cosµx
1Pt2

1Ot2  

          sinµx
2t

1Ot2  

          
dt
dµ

x
1

cos2 µ
2

@
1
2

x(1Otan2 µ
2

)@
1
2

x
1Ot2

2  

 

 

      R dµ
sinµO3cosµO3

xR 1
2t

1Ot 2 O
3(1Pt 2)

1Ot 2 O3
@

2
1Ot 2 dt

 

 

                    xR 2
2tO3(1Pt 2)O3(1Ot 2)

dt  

           

                    xR 2
2tO6

dt   

                    xR 1
tO3

dtxlog tO3 Ocxlog tan
µ
2

O3 Oc  

                      （cは積分定数） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


